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Resumo: Diversos fatores interferem no processo de ensino-aprendizagem, entre eles a for-
ma de abordagem dos conceitos nos livros didaticos adotados pelos professores em sala
de aula. Objetivou-se neste artigo analisar a forma de abordagem dos conceitos relativos a
“Limites de Fung¢ao de Uma Varidvel Real” em trés livros didéticos sobre Célculo. Os estudos
foram realizados a luz dos estudos de Duval (2003), principalmente em relagio aos registros
de representagdo semiética. Percebeu-se, pelas andlises, que duas obras apresentam os va-
rios registros de representacao na exposi¢io tedrica, mas supervalorizam as manipulagdes
algébricas nos exercicios, ndo explorando satisfatoriamente outras formas de representagao.
Ja em outra obra, verificou-se a utilizagio de uma abordagem que estimula a transicdo entre
as varias linguagens matematicas, tanto na exposi¢éo tedrica como nas atividades praticas,
0 que pode contribuir para que o estudante compreenda, efetue e controle a diversidade de
processos matematicos propostos numa situagéo de ensino.

Palavras-chave: Ensino de calculo. Registros de representacido. Formagdo de professores.
Livro didatico.

Abstract: Several factors interfere in the teaching-learning process, among them the way of
approaching the concepts in textbooks adopted by teachers in the classroom. The aim of this
article was to analyze a way of approaching the concepts related to “Limits of Function of a
Real Variable” in three textbooks of Calculus. The studies were carried out in the light of the
studies by Duval (2003), mainly in relation to the records of semiotic representation. It was
noticed, through the analyzes, that two works present the various representation registers
in the theoretical exposition, but overvalue the algebraic manipulations in the exercises, not
satisfactorily exploring other forms of representation. In another work, there was the use of
an approach that stimulates the transition between the various mathematical languages both
in the theoretical exposition and in the practical activities, which can contribute for the stu-
dent to understand, carry out and control the diversity of mathematical processes proposed
in a teaching situation.

Keywords: Calculus teaching. Representation records. Teacher training. Textbook.

INTRODUCAO

O ensino-aprendizagem dos conceitos do Calculo Diferencial e In-
tegral tem se consolidado como um importante campo de pesquisa na
Educagdo Matematica. Neste estudo, os autores discutem parte dos estudos
desenvolvidos sobre essa tematica, pelo Grupo de Estudo e Pesquisa em
Educagdo Matematica (GEPEMA), composto principalmente por docentes
do Curso de Licenciatura em Matematica da UFVJM (Universidade Fede-
ral dos Vales do Jequitinhonha e Mucuri).

As experiéncias vivenciadas nas turmas do Curso de Matematica
contribuem para que os pesquisadores considerassem que seria necessa-
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rio investigar quais fatores podem favorecer a aprendizagem dos concei-
tos introdutérios do Calculo, pelos alunos ingressantes e, ainda, para a
compreensdo sobre a dificuldade dos estudantes concluintes em realizar
satisfatoriamente a transi¢ao dos conceitos estudados para a abordagem
formal da Analise Real.

Nessa perspectiva, considerou-se importante analisar a abordagem
dos conceitos nos livros didaticos utilizados pelos docentes, visto que se
trata de um importante recurso utilizado pelos professores para o planeja-
mento de suas aulas.

Considerando essas reflexdes, definiu-se o estudo de “Limites de
uma funcao real” como foco da pesquisa, por ser o primeiro assunto estu-
dado na disciplina Célculo I. Além disso, também constitui, pela experién-
cia dos professores, um conceito de dificil assimilagao pelos estudantes, no
momento de se realizar um estudo formalizado no Curso de Analise Real.

Foram escolhidos como objeto de estudo trés livros didaticos sobre
célculo: Calculo - v. 1 (STEWART, 2009), Calculo com geometria analiti-
ca (SIMMONS, 1987) e Um curso de calculo - v. 1 (GUIDORIZZI, 2007).
Apos a selecdo, procedeu-se a andlise do texto, dos exemplos resolvidos e
atividades sugeridas, a luz dos estudos de Duval (2003), principalmente em
relagdo aos registros de representagdo semiotica.

Os estudos e discussdes contribuiram para a formulagdo da seguinte
questdo de pesquisa: Como sao abordados os conceitos sobre Limites de
Fungdes de uma variavel, em relagdo aos registros de representagdes se-
midticas e a transi¢do entre eles, em livros de Calculo?

INTERLOCUCOES TEORICAS

O ensino-aprendizagem dos conceitos de Célculo tem sido o foco de
diversos estudos nacionais e internacionais (RASMUSSEN, MARRONGEL-
LE; BORBA, 2014; IGLIORI e ALMEIDA, 2017; TALL, 1991; TALL, 2013;
LACHINI, 2001; FROTA, 2002; COUY, 2008). O crescimento no numero de
pesquisas pode ter sido impulsionado néo s6 pela aplicabilidade aos diversos
contextos e areas do conhecimento, mas também pelas dificuldades apresen-
tadas pelos alunos iniciantes no estudo do Calculo Diferencial.
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Considerando que um bom ntimero de alunos em todo o mundo estuda célculo,
seja nos niveis médio ou superior, a pesquisa sobre aprendizagem, ensino e com-
preensdo do calculo tem o potencial de ter amplo impacto. Além disso, é funda-
mentalmente importante ressaltar que o campo de pesquisa sobre aprendizagem,
ensino e compreensdo de calculo contribua de forma coerente para a pratica de
educar milhdes de alunos que se matriculam em cursos de calculo a cada ano.
(RASMUSSEN, MARRONGELLE; BORBA, 2014 - Tradugio nossa).

Muitas vezes, o insucesso inicial dos estudantes tem como justifica-
tiva dos professores a falta de base em relagdo aos pré-requisitos classicos
como fungdes, trigonometria e polindmios. No entanto, percebe-se que,
mesmo em cursos que ofertam em sua estrutura curricular disciplinas que
tém o objetivo de funcionar como um “pré-cdlculo”, ainda se constata um
alto indice de reprovagdao no Calculo I. Uma justificativa para isso pode
estar no estranhamento inicial em relagdo a terminologia e notag¢ao nao-
-familiares, proprios desse conhecimento, aos estudantes recém-chegados
do ensino médio.

As pesquisas indicam que essas situagdes ocorrem em diversos cur-
sos em que o Calculo figura como disciplina obrigatoria. Os pesquisadores
participantes deste trabalho verificaram que tal realidade também se cons-
tata no curso de Licenciatura em Matematica no qual atuam. Apesar de, na
estrutura curricular, constar como pré-requisito para o Calculo Diferencial
e Integral I disciplinas de Matematica Bdsica, na qual sdo estudados os con-
ceitos, propriedades, operacoes e representagdes das fungdes elementares,
o indice de reprovagiao no Calculo I, nos 3 ultimos semestres em que a
disciplina foi ofertada, referentes aos anos 2018 e 2019, foi de 72,22; 46,15
e 50%, respectivamente.

Um questionamento inicial poderia ser em relagao as escolhas meto-
dolégicas do professor na condugdo de um curso de Calculo e quais fatores
influenciam essa decisao. Nesse aspecto, os livros-textos assumem um pa-
pel importante.

Para subsidiar o trabalho de analise, alguns textos e pesquisas ja
realizadas sobre ensino de Célculo foram estudados preliminarmente
(IGLIORI e ALMEIDA, 2017; RASMUSSEN, MARRONGELLE; BOR-
BA 2014; TALL, 1991; COUY, 2008; BERRY e NYMAN, 2003; FROTA,
2002;). A partir desses estudos iniciais, verificou-se que um caminho
apontado pelo movimento conhecido como Calculus Reform, impulsio-
nado pela “Conferéncia de Tulane”, ocorrida em 1986, para uma apren-
dizagem significativa dos conceitos, seria a aplicagao da “Regra de Trés”,
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apresentando os conceitos geométrica, numérica e algebricamente, numa
perspectiva que permita a interlocugdo entre as varias formas de repre-
sentagdo. Mais tarde, foi expandida para a Regra de Quatro, com o acrés-
cimo do ponto de vista verbal ou descritivo.

Nesse caminho, sinalizado pelo Movimento de Reforma do Cal-
culo, Couy (2008) realizou uma pesquisa com estudantes de Calculo em
cursos de formacao inicial e continuada de professores, aplicando ativi-
dades que estimulassem o pensamento visual e a transi¢ao entre as repre-
sentacoes pois

promover o estudo de célculo na perspectiva apresentada pode contribuir para
que o calculo assuma num curso de licenciatura um papel abrangente e integra-
dor. Os professores, muitas vezes, engessados pelas “grades” curriculares, apres-
sam-se em introduzir o instrumental simbolico, ndo dedicando o tempo neces-
sario as reflexdes que podem suscitar das conexdes entre as varias representagdes
matematicas e que certamente poderiam contribuir para um entendimento “re-

lacional” dos conceitos de célculo. (COUY, 2008, p. 100).

Nessa perspectiva de valorizar as varias linguagens matematicas, fo-
ram tomados como referéncia os estudos de Duval (2003) sobre a influén-
cia dos registros de representagdo semiotica no processo de ensino-apren-
dizagem da Matemdtica. Segundo ele, numa alusdo a Descartes, o termo
registro foi adotado para designar os diferentes tipos de representagdes
semidticas utilizadas na matematica, como os sistemas de numera¢ao, as
figuras geométricas, as escritas algébricas e formais, os graficos e a lingua
natural (DUVAL, 2003).

Duval (2003, p. 14) também destaca a possibilidade de utilizacao
simultanea de dois ou mais registros de representagio, bem como a tro-
ca entre eles, como um diferencial da atividade matematica em relacao as
demais ciéncias. O autor classificou dois tipos de transformac¢ao de repre-
sentagOes semidticas: os tratamentos, quando ocorrem transformacgoes de
representagdes dentro de um mesmo registro, e as conversoes, quando ha
conservagdo do objeto, mas ocorre mudanca do registro. Dentro do tema
“Limites”, apresentado neste trabalho, o tratamento poderia ocorrer, por
exemplo, quando se calcula o limite de uma fun¢do unicamente por meio
da manipulagao algébrica, pois ndo ha mudanca de registro. Ja a obtencao,
por meio da inspegao grafica, de valores de para valores reais quaisquer de
a seria uma conversao, pois o registro de partida é geométrico ou grafico
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e o de chegada é simbolico-algébrico. E importante esclarecer que, nessa
avaliacao, os pesquisadores consideraram principalmente o tipo de registro
predominante requerido para resolugdo e nao simplesmente o resultado,
que por vezes é numérico.

Para a analise dos livros, utilizou-se a classificagdo dos registros de
representagao semiotica sugerida por Karrer (2011). No sentido de contri-
buir para uma melhor compreensao dessa categorizagao, apresenta-se na
tabela 1, exemplos de registros de representagao semiotica relacionados a
tematica deste trabalho.

Tabela 1: Classificagdo dos registros de representacao semidtica

Tipo de registro Representacdes Exemplo

Registro simbolico Representagao simbolico-algébrica

Representagao grafica
Registro grafico

Representagdo tabular X 1,01 1,001 0,9 10,99 0,999
f(x) 2,01 2,001 1,9 11,99 1,999

Registro numérico

Representagdo da lingua natural de
emprego comum (analisada em situagdes-
problema)

A medida que x se aproxima de @, tanto por valores menores como maiores
que a, os valores da fungdo se aproximam cada vez mais de L.

Registro da lingua
natural

O tratamento é mais valorizado nas atividades matematicas, pois a
conversao nao tem papel intrinseco nos processos de justifica¢ao ou de prova
(DUVAL, 2003). No entanto, caso se pretenda “[...] analisar as dificuldades
de aprendizagem em matematica, é preciso estudar prioritariamente a con-
versdo das representagdes e ndo os tratamentos’. (DUVAL, 2003, p. 30).

No seu estudo, Duval (2003) ndo se restringe ao campo matemati-
co e sua histdria, mas adota uma abordagem cognitiva, afirmando ainda
que a originalidade dessa abordagem “[...] estd em procurar inicialmente
descrever o funcionamento cognitivo que permite ao aluno compreender,
efetuar e controlar ele proprio a diversidade de processos matematicos que
lhe sao propostos numa situagao de ensino (Id. Ibid, p. 12”. Dessa forma, a
analise das atividades matematicas dos livros-textos foi realizada de acordo
com a proposta de Duval (2003), numa perspectiva de aprendizagem (e de
ensino) e ndo de pesquisa matematica por matematicos.

LAYS COUY ET AL.



Mosaicum

Numero 32 -jul./dez.-2020 - eISBN 1980-4180

METODOLOGIA

Para a elaboracgiao das observagdes, foram utilizados como metodo-
logia os procedimentos da pesquisa bibliografica. Foram realizadas as lei-
turas exploratéria, analitica e interpretativa (GIL, 2007). A primeira, para
estudo dos textos que fundamentaram teoricamente a pesquisa, e a segun-
da e terceira, na analise dos livros didaticos.

Também buscou-se verificar os procedimentos adotados em relagdo
a revisao literaria das obras analisadas e adotou-se a revisdo sistematica,
pois “[...] ¢ um método de investigagdo cientifica com um processo rigoro-
so e explicito para identificar, selecionar, coletar dados, analisar e descrever
as contribui¢oes relevantes a pesquisa (FERENHOF; FERNANDES, 2016,
p- 2). Procurou-se adotar as etapas da revisao sistematica, proposta por
Levy e Ellis (2006): a) conhecer a literatura; b) compreender a literatura; c)
aplicar a revisdo; d) analisar resultados; e) compilar resultados (sintese); )
avaliar resultados.

Seguindo estes procedimentos, procedeu-se ao estudo do(s) capi-
tulo(s) referente(s) aos conceitos introdutérios sobre “Limites de Funcao
de Uma Variavel” em seis obras: Finney e Giordano (2003), Fleming e
Gongalves (2009), Santos e Bianchini (2002), Stewart (2009), Guidorizzi
(2007) e Simonns (1987). A partir disso, com uma melhor compreensao
da literatura, optou-se por analisar trés dos livros didaticos: Calculo - v.1
(STEWART, 2009), Calculo com Geometria Analitica (SIMMONS, 1987)
e Um Curso de Calculo - v.1 (GUIDORIZZI, 2007). Essa escolha se deu
porque o primeiro é o mais utilizado pelos professores e alunos do Curso
de Matematica, no qual a pesquisa foi realizada. O segundo foi selecionado
em virtude das inten¢des demonstradas pelo autor no prefacio, sobre a ne-
cessidade da elabora¢ao de livros de célculo que apresentem o conteudo de
maneira contextualizada, tornando-os proximos dos estudantes. Por fim,
o terceiro livro foi selecionado, por se tratar de uma referéncia classica,
em virtude da abordagem técnica, caracteristica destacada pelo autor no
prefacio. Considerou-se também, analisar obras com diferentes perspecti-
vas de abordagem, visto que foram constatadas semelhangas na forma de
abordagem dos livros selecionados com os descartados.

Escolhidos as obras, foi realizada a revisao e, em seguida, a analise
dos dados, utilizando-se como referéncia principal a teoria de Duval
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(2003), quanto aos registros de representagao semiotica. Nesse proces-
so, foram necessarios varios momentos de discussdo entre os pesqui-
sadores para a compilacao dos dados e avaliagdo dos resultados Os
estudos iniciaram ha cerca de dez anos e foram retomados e ampliados
a partir de 2019.

RESULTADOS E APRESENTACAO DOS DADOS

Nos topicos a seguir, apresentam-se os livros analisados e, apds a
exposi¢do das observagdes realizadas, discutem-se os dados. Essa organi-
zagdo se justifica, pois ndo era inten¢do dos pesquisadores realizar uma
comparagao entre elas e sim analisar isoladamente cada uma, em relacao a
categorizagdo de registros sugerida por (DUVAL, 2003).

Livro 1 - Calculo - Autor: James Stewart

No prefacio, o autor destaca a proposta do livro, que se baseia na
compreensdo de conceitos, norteado pelo movimento de reforma do en-
sino de calculo. Para atingir esse objetivo, o autor baseia-se na chamada
Regra de Quatro.

Ainda no prefacio, sdo apresentadas as caracteristicas gerais do livro,
destacando-se as se¢des denominadas “Projetos” e “Problemas Quentes”.
A primeira explora quatro tipos de projetos: os “Projetos Aplicados” que
visam, por meio de aplicagdes, despertar a imaginagao dos estudantes; com
objetivo de utilizar as tecnologias, principalmente as computacionais, sao
propostos os “Projetos de Laboratorio”; os “Projetos Escritos” objetivam
o estimulo a pesquisa pelos alunos, procurando estabelecer um paralelo
entre os métodos atuais e aqueles utilizados nos primoérdios do desenvol-
vimento do célculo; ja os “Projetos de Descobertas” “incentivam a desco-
berta por meio da percep¢ao de padrdes ou antecipam questdes a serem
aprofundadas posteriormente”.

Nas secoes “Problemas Quentes”, sio abordados problemas em que
ndo ha um dnico procedimento bem definido para chegar a solugéo, bus-
cando-se explorar a utilizagdo de estratégias diversificadas de resolugao de
problemas, visando a instrumentaliza¢ao e a compreensdo conceitual. O
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autor inclui, apds o capitulo 1, uma se¢ao denominada “Principios para a
Resolugdo de Problemas”, na qual sdo descritos os quatro estagios propos-
tos por George Polya para a resolugao de problemas: “Entendimento do

problema’, “Planejamento da solu¢do’, “Cumprimento do plano de solu-
¢ao” e “Revisdo da solucio”

O conceito de Limite de Fun¢ao de uma Variavel Real é apresentado
no Capitulo 2 - Limites e Derivadas, especificamente nas Se¢des 2.1, 2.2,
2.3 e2.4. Na Secao 2.1, é discutido como surge a nogdo de limite, exploran-
do os problemas de determinar a tangente a uma curva e a velocidade de
um objeto.

O autor propde um problema (pagina 73, o exemplo 1) com o se-
guinte enunciado: “Encontre uma equagdo da reta tangente a pardbola y=x’
no ponto P(1,1)”. Na resolugao, para se determinar a equagdo da reta tan-
gente a parabola y=x no ponto P(1,1), sdo explorados alguns registros de
representacao semiotica, dentre eles: o “numérico” (Tabela 2), em que sao
tabelados para varios valores da varidvel x , o valor correspondente m,,
(coeficiente angular da secante que passa por P e Q(x,x?); o “geométrico”
(Figura 1), 8 medida que Q se aproxima de P ao longo da parabola y=x?, as
retas secantes que passam por P e Q, tendem a reta tangente.

Nesse exemplo, percebe-se que houve uma transformacgao do tipo
conversdo entre os registros numérico e geométrico. Além disso, nota-se
também uma transformacao do tipo conversdo entre os registros simbdlico
algébrico e geométrico, quando se utiliza da expressdo algébrica da funcao
e do seu grafico, bem como da expressdo algébrica que da a equagdo da
secante por P e Q e sua representagdo grafica conforme Figura 1. Outra
transformacao do tipo conversdo percebida nesse exemplo ¢ a transforma-
¢do do registro algébrico (que fornece o coeficiente angular da secante por
P e Q) no registro numérico da Tabela 2.

Tabela 2: Coeficiente angular da secante por P e Q (Adaptada de STEWART, 2009)

X 215 ] 1,0 100 001 [0 05 ] 09 ]09 | 0,99
3025 121 [ 200 ] 2000 | 1| 1,5 ] 1,9 | 1,9 | 1,99

ANALISE DE LIVROS-TEXTOS DE CALCULO QUANTO A UTILIZAGAO DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

|89



| 90|

Mosaicum

Numero 32 -jul./dez.-2020 - eISBN 1980-4180

Figura 1: Reta secante por P e Q
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Fonte: Stewart (2009)

Na Secdo 2.2, o conceito de limite de uma fun¢ao de uma variavel
real é definido, usando como registro de representagdo semidtica a lingua-
gem natural. Explora-se o conceito de limite de uma fungao de variavel real
de forma intuitiva, por meio de registros geométricos (grafico das fungoes)
e também de dados numéricos calculados nas “proximidades” do ponto,
no qual se deseja calcular o limite da fun¢ao. Na visdo dos pesquisado-
res, os exemplos apresentados sdo bem elaborados, permitindo a mudanca
de registros, principalmente entre os algébricos, geométricos e numéricos.
Apresenta-se, também, a defini¢do de limites laterais, assintota vertical,
bem como ¢ discutido de modo informal a ideia de limites infinitos.

Na Segdo 2.3, as principais propriedades operatdrias sobre limites
sao abordadas, mas sem demonstragdo formal dos resultados. Nessa se-
¢do, percebe-se uma concentracdo de mudangas do tipo tratamento nos
registros de representagao semiotica, principalmente envolvendo o registro
algébrico, utilizando-se dos teoremas e de manipulagdes algébricas para
determinar os limites das fun¢des propostas nos exercicios e exemplos.

Somente na Sec¢do 2.4 a defini¢do formal de limite é dada e faz-se a
explanagao do significado de e , utilizando-se do registro simbdlico al-
gébrico como representagdo semiotica. Apos a definigdo formal de limi-
te, sdo apresentadas duas interpretagdes geométricas dessa defini¢ao: uma
representando a fungao, por meio de diagrama de flechas e analisando o
significado do e ; outra, por meio do grafico da fungdo evidenciando o
significado de e, como representantes do acréscimo infinitesimal ao redor
do ponto em que se deseja analisar o limite da funcao.

LAYS COUY ET AL.



Os exemplos resolvidos e exercicios propostos no livro exploram de
forma consideravel a variagdo entre os registros de representagao, tanto de
partida como de chegada, o que permite transformagdes do tipo conver-
sdo, e isso, segundo Duval (2003), ¢ fundamental para a compreensdo em
Matematica. Alguns exemplos dessas atividades sdo mostrados na Tabela 3.
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Tabela 3: Exemplos de transformacoes de registros utilizados em Stewart (2009)

Transformagoes de Registro utilizadas no livro
Registro | Registro de Qtde Transformagao
de Partida | Chegada | Exercicios Exemplo realizada
o - . X’4+x-6
Algébrico | Algébrico 75 | Calcule o limite, se existir. 11-1im Tratamento
x—2 XxX-2
Faga uma conjectura sobre o valor do limite (se ele existir) por meio dos valores da fungao
nos niimeros dados (com precisao de seis casas decimais).
Algébrico | Numérico 16 2_2x Conversao
17-= 7 x=2,5, 2,1, 2,05, 2,01, 2,005, 2,001, 19, 1,95, 1,99, 1,995, 1,999
X4 —X—
Use o grafico da fungio f(X) = 1/( 1+el/") para dizer o valor do limite, se
Algébrico | Grafico 27 existir. Se ndo existir, explique por qué. Conversio
@]lim_f(9 ®)lim, £() ©1lim /()
Algébrico ;;;;5?:] 13 Explique com suas palavras o significado da equagao }(I_I)'l’zlf(X) =5 possivel que a Conversio
equacdo anterior seja verdadeira, mas que f(2)=3 ? Explique.
A tabela mostra a posicdo de um ciclista:
t 0 1 2 3 4
Numérico | Numérico 3 s o 14 |51 |10,7 |17,7 Tratamento
(a) Encontre a velocidade média nos periodos de tempo a seguir:
(1) [1,3] (i) [2,3] (iii) [3,5] (iv) [3,4]
Numérico | Grafico 4 Esboc.e o grafico de um .exemplo de uma funcdo que satisfaca todas as condigdes dadas. Conversio
13. lim_f() =2, lim f@=-2, f()=2
Os gréficos de f(x) e g(x) sdo dados. Use-os para calcular cada limite. Caso nao exista o
i i limite, explique por
y Y qué.
y=f® ¥ =gix)
L 1 1
Lingua 1 3 o1 5
Grafico natural e 3 | | Conversio
numérico | | \
alimf(x) + g(x) » limf(x) — g(x) olimf(x).g(x) o
x—-a x—a x—a
. f(x)
lim—=
x—2 8(X)
Para a fungdo , cujo grafico é dado, diga o valor de cada quantidade indicada, se ela existir.
Se ndo existir, explique por qué.
y
4
Gréfico Numérico 10 L Lo 1 Conversio
0 2 4 X
limf(x) limf(x limf(x) lim /' (x
o B i) lim) i) )
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Livro 2: Calculo com Geometria Analitica Vol. I - Autor: George E. Simonns

No prefacio do livro Calculo com Geometria Analitica - v. I, o autor
traz a intencao de que o livro possa ser utilizado em toda espécie de curso
superior, embora tenha sido elaborado numa perspectiva de curso-padrao
de trés semestres para os estudantes dos cursos de Ciéncias, Engenharia
ou Matematica. O autor ainda destaca que, em muitas ocasides, o estudo
de Calculo pode se tornar um tanto técnico demais, razao pela qual os alu-
nos poderiam sentir-se desmotivados em prosseguir seus estudos. Dessa
forma, o autor se propde a elaborar uma abordagem mais intuitiva, ressal-
tando os aspectos geométricos dos conceitos desenvolvidos e suas possi-
veis aplicagdes. Além disso, o autor ressalta que, no decorrer do livro, os
alunos depararao com textos histéricos, numa tentativa de contextualizar
os assuntos desenvolvidos. Dessa forma, as ideias abordadas se tornariam
mais acessiveis aos estudantes, o que facilitaria sua posterior compreensao
e despertaria o interesse em seus estudos.

O tdpico Limites de Fungoes de uma Varidvel Real é abordado no ca-
pitulo 2 — A Derivada de uma Fungao - um caminho adotado para facilitar
a analise da derivada de uma funcéo. Nesse caso, o autor opta por apresen-
tar de maneira intuitiva o conceito de derivadas, por meio do estudo de re-
tas tangentes a graficos de fungdes, para justificar a analise mais criteriosa
do conceito de limite.

Uma vez feita essa discussdo, o autor passa a conceituar limite, por
meio da analise do grafico de uma fungdo. Nessa analise, o conceito de limite
de fungdo em um ponto real ¢é apresentado de maneira bastante intuitiva,
sendo definido como o numero real do qual os valores da imagem de uma
func¢ao se aproximam quando os valores do dominio se aproximam do ponto
. Nesse momento, ¢ destacado que nao importa o valor da fun¢do no ponto
em questdo, mas sim o que ocorre ao redor de valores préximos ao ponto.

Os exemplos relacionados na Tabela 4 exploram de maneira intuitiva
o conceito de limite e limites no infinito, para chegar a dedugéo das férmu-
las usuais de operagdes com limites. E necessério ressaltar que, em nenhum
momento, hda a demonstragao de féormulas, mas simplesmente a dedu¢ao
intuitiva delas.

Nos exercicios propostos, é possivel observar que, na maioria dos
casos, o registro de representagao de chegada solicitado é o numérico. Ou-
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tros registros de representacao nao chegam sequer a ser explorados, como
o grafico, embora a abordagem do conceito de limites adotada pelo autor
baseie-se fortemente na analise de graficos.

Apesar da discussdo e conceituagao de limites ser fortemente grafica,
¢ perceptivel a auséncia de exercicios que explorem a representagao grafica.
Na realidade, a maioria das atividades apresentadas limita-se a solicitar a
determinagdo numérica de limites e, para a resolugdo de tais exercicios,
sao necessarias apenas manipulagdes algébricas. Dessa forma, o estudante
ndo é colocado em situagdes nas quais seja necessaria a verificagao grafica
de limites, o que facilitaria a compreensao dos conceitos de aproximagao
infinitesimal representados pelas letras e .

Da mesma forma, a manipulagao algébrica de limites é pouco explora-
da no decorrer da explanagdo do contetido. Portanto, causa certa estranheza
verificar a quantidade de exercicios algébricos solicitados. A manipulagdo
algébrica de limites é tratada de maneira incipiente pelo autor. Portanto, o
texto-base carece de exemplos e outras explanagdes nesse sentido, o que per-
mitiria ao estudante uma melhor assimilagdo do célculo com limites.

Tabela 4: Exemplos de transformagoes de registros utilizados em Simmons (1987)

Transformagao de Registros Utilizada no Livro

Registro de | Registro de N°de Exemplo Transf.
Partida Chegada Exercicios Realizada
Simbdlico | Simbodlico 58 Alguns dos limites existem e outros Tratamento
Algébrico | Algébrico ndo. Calcule aqueles que existem. §)
Lingua Registro 05 58) Considere a funcdo definida para por | Conversao
Natural gréfico onde denota o maior inteiro [...]. Esboce

o grafico dessa fungdo para e também
para. Como se comporta quando x tende

a zero pelo lado positivo? Pelo lado

negativo? O limite existe?

Por fim, € necessario ressaltar que a conversdo entre os registros de
representacdo geométricos e os registros de representagdo algébricos nao é
explorada. De fato, o estudante analisa em diversas ocasides o conceito geo-
métrico de limite, porém nao verifica algebricamente as formas de célculo
com limites. Na visdo dos pesquisadores, isso pode se tornar um dificultador
da compreensao global do conceito de limite, visto que o estudante ¢ estimu-
lado a enxergar graficamente o limite, entretanto provavelmente apresentara
dificuldades na manipulagio de outros registros de representagao.
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Livro 3 - Um Curso de Calculo - Vol. I - Autor: Hamilton Luiz Guidorizzi

Hamilton Luiz Guidorizzi registra, no prefacio do livro, apenas a for-
ma de utilizagdo do livro, ressaltando alteragdes de cardter técnico para a 5
edi¢do. Ainda informa que os contetidos serdo desenvolvidos, sempre que
possivel, a partir de uma situacao-problema para a motivacao ao estudo.

O tdpico Limites de Fun¢des de uma Variavel Real é apresentado no
capitulo 3 (Limites e Continuidade) e capitulo 4 (Extensdes do Conceito
de Limite). A motivagdo apresentada refere-se ao estudo de fungdes conti-
nuas. O autor opta por introduzir o conceito de continuidade por meio da
visualizagdo dos graficos de fungoes e, paralelamente a esse conceito, intro-
duz o conceito de limite. Aparentemente, a abordagem inicial do autor nao
permite associar o conceito de limite ao conceito de continuidade, embora
ambos sejam apresentados por graficos.

Os exemplos postos em seguida abordam o uso de tabelas e manipula-
¢Oes algébricas para a determinagdo de limite. Sdo colocados alguns graficos
para facilitar a visualizagdo do limite das fun¢des analisadas nos exemplos.

Em seguida, o autor faz uma breve explanagdo do conceito geométri-
co de continuidade, associando-o ao conceito de limite. Prosseguindo na
exposicdo, introduz o conceito de diferenciabilidade e, a partir dai, justifica
o estudo de limites ao observar que toda derivada é um limite.

A partir desse ponto, o autor opta por apresentar a defini¢ao algébrica
de continuidade e, para tanto, faz uma série de observa¢des com exemplos
de graficos de algumas fungdes, a fim de explanar o que seriam os acrésci-
mos infinitesimais expressos pelas letras gregas e . De maneira analoga, sao
apresentados ao estudante o conceito algébrico de limite e varios exemplos
de como demonstrar analiticamente o valor do limite de uma fungao.

Segue-se, a discussdo do conceito, uma série de exemplos resolvidos,
focando principalmente as técnicas de manipulagdo algébrica para o cal-
culo de limites. Em seguida, o autor introduz o conceito de limite lateral,
de maneira andloga a realizada na explanagdo inicial, porém a discussao é
mais sucinta. Ainda, no capitulo 3, faz uma breve explica¢do sobre limites
de fun¢des compostas e introduz a técnica de mudanga de variaveis para o
calculo de limites. Para encerrar o capitulo, é apresentado ao estudante o
limite trigonométrico fundamental e as demonstragdes das propriedades
operatorias de limite e do teorema do confronto.
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O capitulo 4 inicia-se com o conceito de limites no infinito e poste-
riormente passa-se para o conceito de limite infinito. Em ambos os casos,
é perceptivel que o autor se preocupa mais com as técnicas operatdrias do
que com a visualizagdo geométrica de tais limites. Com efeito, todos os
exemplos acerca de tais assuntos envolvem apenas célculos matematicos
ou demonstra¢des formais.

Tabela 5: Exemplos de transformagdes de registros utilizados em (GUIDORIZZI, 2007)

Transformagao de Registros Utilizada no Livro

Registro de Registro de N° de Exemplo Transf.
Partida Chegada Exercicios P Realizada
1) Esboce o grafico da funcdo
Lincua dada e, utilizando a ideia intuitiva
Natﬁral Gréfico 02 de fun¢do continua, determine os Conversio
pontos em que a funcdo devera ser
continua. a)
Simbolico- Simbolico- 19 2) Utilizando a ideia intuitiva de Tratamento
algébrico algébrico limite, calcule:
, 1) Prove, pela defini¢ao, que a
Lingua , = . :
Lingua Natural 74 fun¢do dada ¢ continua no ponto Tratamento
Natural
dado. a) em.
Simbolico - Simbolico 3) Seja definida em e um real
alodbrico alodbrico 06 dado. Suponha que Tratamento
g g Calcule: a)

Na Tabela 5, sao apresentados alguns dos exercicios propostos pelo
autor. E perceptivel, por meio desses exemplos, que o registro de chegada
mais solicitado ¢ a lingua natural associado ao simbdlico-algébrico, pois
numa parte significativa destes é solicitado ao estudante que demonstre
afirmagOes matematicas. Outros registros de representagdo como o gra-
fico e o geométrico sao subutilizados. De certo modo, causa estranheza o
fato de que, embora a abordagem inicial adotada pelo autor seja grafica, os
exercicios ndo solicitem ao aluno utilizar esse tipo de linguagem matema-
tica. Tal registro de representagdo poderia facilitar, por parte do estudante,
a compreensao do conceito de limite.

Conforme deixa indicado em seu prefacio, o autor apresenta inume-
ras técnicas de calculo de limites. De fato, a abordagem adotada pelo autor
¢ bastante técnica e os exercicios propostos sdo rotineiros, limitando-se a
repeticdo de técnicas explanadas anteriormente. Dessa forma, o estudante
¢ incentivado a treinar técnicas usuais de calculo, mas pode ter dificulda-
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des para assimilar plenamente conceitos fundamentais inerentes ao limite,
como os acréscimos infinitesimais.

Na realidade, embora os acréscimos infinitesimais sejam apresenta-
dos em graficos e solicitados com certa frequéncia nos exercicios propos-
tos, pouco se discute a respeito do seu significado real tanto do ponto de
vista algébrico quanto geométrico.

Por fim, cabe ressaltar que a conversao entre os registros de representa-
¢do algébricos e geométricos nao é explorada. De fato, na exposi¢ao tedrica,
o estudante pode observar os varios registros de representagao de limites,
todavia as atividades propostas nao estimulam a conversao entre esses regis-
tros. Dessa forma, o estudante pode ter dificuldades em perceber como os
registros estdo interligados, pois sdo apresentados de forma estanque.

CONSIDERACOES FINAIS

Neste estudo, buscou-se analisar a forma de abordagem dos concei-
tos relativos a “limites de Fun¢do de Uma Variavel Real” em trés livros de
Calculo. Percebeu-se, pelos resultados apresentados no item anterior, que
Simonns (1987) e Guidorizzi (2003) apresentam os varios registros de re-
presentagdo na exposi¢do teorica, contudo supervalorizam as manipula-
¢oes algébricas nos exercicios, ndo explorando satisfatoriamente as outras
formas de representagao e o processo de conversdo. Esse aspecto remete a
afirmagao de Duval (2003) de que o tratamento é mais valorizado nas ati-
vidades matematicas.

Ja na obra de Stewart (2009), verificou-se a utilizacdo de uma aborda-
gem que estimula a transicdo entre as varias linguagens matematicas tanto
na exposic¢do tedrica como nas atividades praticas, o que pode contribuir
para que o estudante, de acordo com Duval (2003), compreenda, efetue e
controle a diversidade de processos matematicos propostos numa situagao
de ensino, adotando, portanto, uma abordagem cognitiva.

Nesse aspecto, os pesquisadores compreendem que as observagoes
e resultados obtidos podem suscitar discussdes de como o conteudo e a
forma de abordagem dos livros-textos influenciam as escolhas didaticas do
professor e, nesse processo, investigar os fatores que geram os altos indices
de reprovagdo na disciplina de Célculo no curso em que atuam, analisando
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as dificuldades de aprendizagem matematica dos estudantes, por meio das
atividades que exploram as transformagdes semioticas do tipo conversdo.

Por se tratar de uma pesquisa realizada tendo como foco um cur-
so de formacdo de professores, as reflexdes dos pesquisadores sobre o en-
sino-aprendizagem dos conceitos matematicos nao se limitam apenas ao
Calculo, pois, se os estudantes sao estimulados a desenvolver a capacidade
de mobilizar de forma eficaz os varios processos e representagdes matema-
ticas, eles poderdo se apropriar desse caminho metodolégico nao s6 na re-
solugdo de problemas do calculo, mas também em outras disciplinas como
geometria, algebra, andlise, etc. Além disso, a discussdo sobre esse tipo de
abordagem abre possibilidades para que eles possam também aplicar esse
conhecimento na sua pratica profissional, influenciando positivamente a
forma de pensar de seus futuros alunos.

No decorrer da pesquisa, algumas questdes surgiram, delineando-se
como novas possibilidades de investigacao:
— Como o contetido e a forma de abordagem dos livros-textos influenciam
as escolhas didaticas do professor?

— Como a utilizagdo das transformacoes de registro do tipo conversdo con-
tribuem para compreensao conceitual das ideias do calculo?

— Quais abordagens conceituais facilitam a compreensao das ideias do calculo?

A busca de respostas a essas questdes sinaliza outros desenhos me-
todoldgicos de pesquisa de abordagem qualitativa além da bibliografica,
como pesquisa-agdo, estudos de campo ou de caso.

A partir do trabalho realizado, também foi possivel refletir que as
disciplinas de contetidos matematicos, ao proporcionarem aos alunos - fu-
turos educadores matematicos - a vivéncia de estratégias de aprendizagem
diferenciadas, associada a discussao sobre o processo de ensino-aprendi-
zagem dos conceitos, podem minimizar a visao separatista entre discipli-
nas pedagogicas e especificas, que muitas vezes se estabelece nos cursos de
formacao inicial de professores de matematica, estabelecendo uma relagao
mais estreita e dialdgica entre teoria e pratica, de modo a contribuir para
a construgdo e consolidagdo do projeto pedagogico do curso no qual os
pesquisadores atuam.
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